Corrigés chap. 8 ELASTICITE

Exercice 8.1 : contraintes et déformations planes
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1.Trace du tenseur des contraintes.

E E
Tro = 3A Tre + 2uTre = (3L +2p) Tre avec 2p=—— et A -
1+v (1-2v)(1+v)
E
Tro =3\ Tre + 2uTre = —Tre
1-2v
2.Tenseur des déformations.
E E
o = ATre I+ 2pe donc ¢ =£—LTr8 I avec 2p=— et A -
2u 2u 1+v (1-2v)(1+v)

Tro =iTrs soit Tre = &Trc

1-2v E
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€ =1—V<5 - Tro 1
E E

3.Déformations planes

£y £y 0 K(sxx te,, )+2pgXX 2pe 0
e=lg, g, 0] ecto=kg,IH2ue= 2pe, X(gxx +8yy)+2usyy 0

0 0 0 0 0 Mete, )
On remarque que la contrante selon z n’est pas nulle.
4.Contraintes planes
lﬂo-xx - 1(O-XX + ny ) li ny 0
Tv Oy O 1+ ’ 1+E 1+ :
% A% Vv v v
c=|o, o, 0]et s=?c- ETrcI= ?O'Xy ?O'yy- E(G“-FO—W) 0
0 0 0 v
0 0 - E(JXX + O'W)

On remarque que la déformation selon z n’est pas nulle.

Exercice 8.4 Sphére creuse sous pression

On considére une sphere creuse limitée par les rayons R; et Re. On se propose de calculer les
champs de déplacement, déformation et contrainte dans la sphére lorsqu’une pression P est
appliquée en son intérieur. On néglige la gravité et on se place en coordonnées sphériques. La
sphére creuse est considérée comme un milieu élastique isotrope de coefficients ¢élastiques A et
L.

analyser les symétries du probléme pour déterminer les composantes non-nulles du
champ de déplacement et écrire les composantes du tenseur des déformations en fonction
du déplacement.




u=ur(r)ér et donc &=

&y

ur
r

utiliser la loi d’élasticité généralisée pour en déduire les composantes non nulles du

tenseur des contraintes.

o =2ue + Atrel

2 +x(a“r +2ij 0 0
or or T
c= 0 Zu&w%(aur +Zhj 0 , On note que 6y, =6,
r or r
0 0 2u&+7{8u' +2&j
r or r

Exprimer I’équilibre mécanique de la sphére a ’aide des composantes du champ de
contrainte.

- = . 0o, 20.-2
divo =0, soit selon € : O+ £257%% — ) avec 0, =0, et 6,=6y,=0,,
r
2
Montrer que la composante radiale du déplacement, ur, vérifie * d 11 +2r (1; 2u,=0
r r
2(c,-c
%-}-u =0, o, :Zu%ﬂ &-}-2& et 6,-6, =21 u, _u
or r or r r o r
d’u du
en développant, (A+2u)| r’ —=+2r—=-2u_ |=0
o x|
Intégrer cette équation différentielle en cherchant les solutions sous la forme r™
d’ d
r’ —uzr+2r ;r -2u.=0, u, =r" donne m(m-1)+2m-2=0
r r

soitm=-2oul. Ainsiu, = A/r’ +Br
Les conditions aux limites portent sur la contrainte radiale en r = Ri (pression P) et en r = Re
(aucune pression).

0,= 2u(-2A/" + B)+A(-2A/°+B +2A/r° + 2B)

6, = “4AWR] +(2u+30)B = -P et 6,_p, = -“4AWR+(2p+34) B =0
PR’R’} PR’

4p(RIR7) (2u+31)(R}-R])

NB : que devient le champ de contraintes dans une sphére fine de rayon R et
d’épaisseur t ?

G, =2 +2hj avec u, = A/r’ +Br

r

-AAWT +(2p+3k) B

qui donne A= et

Contrainte radiale :



u, =A/r* +Br et o, =-4Apr’+(2p+31)B
Re=Ri+t soit t= Re - Ri = épaisseur, (R}-R})=(Re+t)’ R} = R}(1+3t/Re-1) = 3R

PR;R: PR/R] PR* PR} PR; PR
— i e — imte et B — i — i —
4u(RIRY) 120R7 12t (2w+30)(R2-R))  3(2w43R)RE 3(2p+30)t
4
Soit 6, =— PR wr’ +(2u+3}L)L = —BMR3/I‘3 +B ~ —B+B =0
3tp 3(2ut3n)t 3t 3t 3t 3t

Contraintes tangentielles dans une sphere fine de rayon R et d’épaisseur t :

u =AF +Br, o, = 2ui+x(%+zij= 2u(§3+}3j+x(-2A/r3 + B+2A/" +2B)
r T T

Cgg = 2;{% +Bj +3BA =2u (% +Bj +3BA quand R tend vers Re=Ri+t

PR* PR A
A = etB x ——, o, =2u(—3+Bj+ 3BA=2p
12tp 3(2pt3A)t R

o PRIL. o 1 ) PR(1 2wk _B(LLJ_B
Pt 6 3(2wk3h) (2u30) t (6 3(2u3n) t\6 3) 2t

Exercice 8.7 : Déformation élastique d’une poutre

PR PR PR
+ +A
12tp 3(2u+3k)tJ (2u+32)t

On considere la déformation ¢€lastique d’une poutre trés longue, de section rectangulaire
comprimée entre deux plans paralléles. Le plan supérieur est mobile et le plan inférieur est fixe.
Par symétrie du probléme, on ne considére qu’un quart de cette plaque dans une coupe
transverse. On suppose qu’un point de la poutre initialement en (X,y) se déplace en (x’,y’) donné
par :

' '

y y R'-R h'-h
x'=x|1+e,=|2—-=|| et y' =(l+¢ avec &,=——— 20 et ¢=—— <0
{ Rh( hj} Yy ( h)y RTTR g

ou 2h et 2R sont les hauteur et largeur de la poutre avant déformation et 2h’ et 2R’ sont les
dimensions apres déformation. On remarquera que I’on a supposé que les points de la barre en
contact avec les plans sont fixes et que la barre adopte apres déformation un profil en tonneau.
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Calculer les déformations linéarisées, &ij



_. Xy y _ _R-R _h-h
u, =€x T(z-ﬂj et u, =€,y avec SR_T >0 et gh_T <0

y y) 1 2x  2xy y y X[,y
€| 2-= | —gp| —-— €| 2-=| g—|1-=
sﬁnzé(vwvw): Rh( hj 2 R(h hzj = Rh( hj Rh( hj

sym g, sym €,
Calculer les contraintes sachant qu’elles sont liées aux déformations par ’hypothese des
o A2n A 0 e

XX XX

déformations planes: (o, |=| A A2u O |le& | ou A et p sont les deux

o 0 0 2u)le

xy xy
coefficients de Lamé.

A2 A 0
ng[z-zj : z(l-zj T h

ew=| ~hU h) “h h)jet|o,|=| L A2u 0 |l¢,
sym €, o, 0 0 2ujle,
V(5 ¥ X(1.Y
A2u)e, = 2-= [+he 2ue, —| 1-=
( ”) R h( hj h HEg h( hj
G_
sym Aeg %(2-%)+(?ﬁr2u)sh

Que valent les contraintes en y = 0 i.e. au contact avec le support inférieur ?
X
Ae 2ue, —
eny=0,0= " Hoe h
sym (K+2 u) g,
Calculez alors la densité de force agissant le long de cette paroi, i.e. dex=-Ra+R.

X X

A 2ue, — 0 2ue, —

eny=0,0= o Mth ett=6( )= uth
sym (A+2p)e, Bl —(M2p)e,

Calculez enfin la réaction R du support inférieur supposé fixe. La dimension selon z de
la piéce est notée L.. On exprimera cette réaction en fonction des modules élastiques E et

E
hant A2n) = ——m—.
v sachant que (A+2p) 2{) (127)
0, F-L, [ids 0
=0,F=L, tdS =
oy £ 2RL, (M42p)e,
- = E = RL Ee
OrR=-Fet (A P2u)= ———d R=_—""2="h
' o (2) = Sy i) R 2
Calcul du coefficient de friction en (x,0).
X
0 2ue, — - s
eny=0,t=c = h |. Le coef. de friction f sur y = 0 est défini en (x,0.) par
-1
—(M2p)e,

h

On remarque que le coef. de friction f est max en x =R et vaut 0. en x=0.

f:F_X_LthdX:&: 2ue, (ij
Fy L,tdx Tx (X+2u)8h
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